Teoria Miary i Catki

Bartosz Kwasniewski

Wyktad 10
Catka z dowolnej funkcji mierzalnej
krok funkcja ch’)r
n
(1) | 7= % it prosta =3 ynta)
(2) | f > 0 nieujemna mierzalna fX fdp:= I|m fX fo dpu
gdzie f, /' f funkqe proste
— I — =
(3) f dowolna mierzalna Ixfdu:= [ fTdu— [xf du

gdzie f =fT —f oraz fT,f~ >0

ft,f~ czes¢ dodatnia, ujemna funkeji £
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Niech (X, F, ) przestrzeh z miara. Jesli f : X — R mierzalna, to
fT(x) := max{f(x),0}, f~(x) := — min{f(x),0} mierzalne (Wyktad 8)

f F f

f=ft_f- f+ f~ >0, f+.f~=o.

)

Def. Funkcja mierzalna f : X — R jest u-catkowalna jezeli
Jx fTdu <oooraz [, f~ du < co. Wtedy

/fdu::/f+du—/fdu
X X X

nazywamy catka Lebesgue’a z funkcji f wzgledem miary pu.

L(p) = {f € M(f) : [, ¥ du < oo} zbiér funkeji p-catkowalnych

Uw. Ta definicja jest zgodna z poprzednia: f > 0= f* =fif~ =0.
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Lem. Nastepujace warunki sa réwnowazne
Q feLl(n Q [f|l e L(u)
Q fH,f ¢ L(p) o EIgell(,u) Ifl<g

Dowdd: (1)=(2) z definicji.
(2)=(3). Zauwazmy, ze |f| = T + f~. Zatem
Ixlfldp= [ fT+f du= [ fTdu+ [ dp<oo
z addytywnosci catki dla funkgji nieujemnych (Wn1l Wyktad 9).
(3)=>(4). Wystarczy wziaé g := |f]|.
(4)==(1). Skoro f*,f~ < |f| < g, to z monotonicznosci catki dla

funkcji nieujemnych (Lem Wyktad 9)
Sxfrdu, [ f~du< [} |fldp< [y gdu < oo

w

,Catkowalnos¢ w sensie Lebesgue'a ookl
jest absolutna (bezwgledna)” '




Tw. (podstawowe wtasnosci catki)
Dla f,g € L(u) oraz o € R mamy
Q a-feLl(p)oraz [y afdu=a [, fdu
Q f+gel(p)oraz [ f+gdu= [ fdu+ [, gdu

(liniowos¢)

Q@ max{f,g} € L(pn), min{f, g} € L(p) (krata)
Qf<g = fod,u fng,u (monotonicznosé)
Q | [ fdul < [y |fldu (oszacowanie modutu catki)

Dowdd: (1). Jesli a > 0, to (af)t = af ™ oraz (af)” = af ™, skad
(af)™, (af) € L(u) na mocy Wnl (Wykfad 9), oraz

fxozfdu = X(af)*du— Jxlaf)~dp= [yaftdu— [,af du
M/]
=a [y frdu—afyf-du=a([}f du— [ f dp)
a [y fdpu.

Jesli a <0, to (af)t = (—a)f~ oraz (af)” = (—a)fT. Zatem
podoobnie jak powyzej (af)t, (af)™ € L(u) na mocy Wn1l, oraz

def
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fXafd,udg fX ozf“‘d,u—fx af)” du

= Jx(=a)f ™ dp — [x(=a)f " dp
W1l

—a) [ f-dp—(—a) [, fTdu

—a(fyfrdu— [y fdu) €af, fdpu

(2). Zauwazmy, ze jezeli f = fi — f», gdzie f1, f» > 0 catkowalne, to
|f| <A+ f € L(p) (na mocy Wnl). Zatem f € L(u). Twierdzimy, ze

/deuz/xﬂdu—/xfzdu (1)

Rzeczywiscie, skoro f™ — f~ =ff —fp, to f* +f = f~ + f i stad
Jxft+hdu= [ f~+hdu &L

Ixfrdu+ [xfbodu= [y f~dp+ [} fidy <
_ def.
Ixftdu— [y du= [ hdu— [y hdu < (1)
Teraz zauwazmy, ze f + g = (fT +g1) — (f~ + g~) jest réznica
dwéch nieujemnych funkgji catkowalnych. Zatem f + g € L(u) oraz
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1) _
Ixf+gdu= [((ft+g7)du— [ (f~+g7)du

o fxf+dﬂ+fxg+d“_fxf_df‘_fxg_d:“

=[x fTdu— [xf du+ [xgtdu— [xg™ du
L Fdu+ [y gdu.

(3). Zauwazmy, ze || + |g| € L£(r) na mocy (2) (lub Wn1). Zatem

L
|max{f, g} < max{|f],[g]} < |f|+|g| == max{f,g} € L(n),
<

[ min{f,g}| < min{|f|,lgl} < |f| +|g] =5 min{f,g} € L(n).
(4). Jesli f < g, tog—f >0 stad
[gdu= [f+(g—f)duZ ffdu+fg—fdu ffdu
X X
(5). Zauwazmy, ze f,—f < |f| = max{f,—f}. Zatem
1)
| [x fdul = max{ [y fdu,— [y fdu} = max{ [y f du, [\ —fdu}

4)
< Jx Ifldu.
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Stw. Jesli pn =, aip; jest kombinacja miar {p;}ic) na (X, F),
{aitie; € RT, to dla funkcji mierzalnej f : X — R mamy

fel(n) <= Yioifylfldu < oo.

Jesli f jest p-catkowalna, to

f fdu=> «a; f fdu; (szereg bezwglednie zbiezny)

iel X

Dowdd: (1). Jezeli f =", _; yk1a, nieujemna funkcja prosta, to

Jfan® kil Yi(Ae) = z S (A = X a z Vit (Av)

k=1 iel iel k=1

LS 0 [ fdpi.
iel X

(2). Jezeli f > 0, to istnieja funkcje proste f, /' f oraz

[ Fdu'el | im | du® lim S oy [ fodp =X 0 lim n.J fo b
X el X iel
S0y [
iel X
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(3). Jezeli f : X — R dowolna, to f € L(u) <= [, |f|dp < o0 L,

Yicr @i [y [fl dpj < oo. Jesli to zachodszi, to
> e f fdui| < > a; f |f| duj < 0o (szereg absolutnie zbiezny)
iel iel X
Zatem

S [ fdu def Sai( [ FHdui— f = du;) (bezwzglednie zbiezny)
iel X iel X

—Za,ff duj — Za,ff du;

iel i€l

@ 1+ du ff du %
X

ffdu [ |

Prz1. (Miara Diraca) Niech y = d,, miara probablistyczna skupiona

1 A
w punkcie xg € X, tzn. 05 (A) :=< XA ga A C X. Witedy

0, X0
kazda funkcja f : X — R jest catkowalna oraz

/ fdox, = f(x0)
X

20]
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Dowdéd: (1) Jesli f > 0 funkcja prosta, to f = ) y;1 4, gdzie {y;}7_;
i=1

rézne oraz X = | |7_; A;. Wtedy xo € Aj, dla doktadnie jednego

o =1,...,noraz f(xp) = yj,. Stad

Jx fdoy, = ;yﬁxo(Ai) = Yip = f(x0)-

(2) Jesli f > 0 mierzalna, to istnieje cigg nieujemnych funkgji prostych
{fa}5°, taki, ze f, / f. Wtedy

Levi . .
Jx F i 2 lim [y frdig = lim fo(x0) = f(x).

(3) Jesli f dowolna mierzalna, to f = f+ — f—, gdzie T, f~ >0
mierzalne oraz

def
fx f diy,

—
N

2
el [ by — [y F doyy 2 £ (x0) — £ (x0) = F(x0).
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Prz2. (Miara liczaca) Niech (X, 2%, i) przestrzen z miara liczaca,
tzn. u(A) = |A| dla A C X. Zauwazmy, ze p = erx . Zatem
f: X — R jest catkowalna <= > _« |f(x)| < oo i wtedy

/X“’“:gf(x) LT

Prz3/Tw. (Miara Lebesgue’a) Niech \ bedzie miarg Lebesgue’a na
przedziale [a, b]. Kazda funkcja £ : [a, b] — R catkowalna w sensie
Riemanna, jest catkowalna w sensie Lebesgue’a oraz

Lebesgue

Ale np. f = Lgn[a,p) nie jest catkowalna w sensie Riemanna, a jest
catkowalna w sensie Lebesgue’a oraz f[a7b] Lgnfa,p) dA = 0. E '

I know of some universities where the Lebesgue integral is taught in the first
year instead of the Riemann integral, but I know of no universities where

students learn the Lebesgue integral in the first year. Korner o/ 11




Prz4. (Prawdopodobienstwo) Niech (Q2, F, P) przestrzen
probabilistyczna i niech £ : Q — R zmienna losowa. Wtedy ﬁ

& jest P-catkowalna <= & posiada warto$¢ oczekiwana

E(¢) = / & dP wartos¢ oczekiwana &.
Q

Jesli Q = {wr,wo, ...} przeliczalna i p; = P({wi}), to P =), pida;
§ posiada wartos¢ oczekiwang <= >_; pi|¢{(wi)| < oo i wtedy

E(¢) = Zs(w,-)p,- .t

Tw. Jesli rozktad zmiennej losowej &, tzn. miara ug(A) == P(£71(A)),
A € B(R), posiada gesto$¢, czyli A-catkowalna funkcje f : R — R
taka, ze pe(A) = [, dX, dla A€ B(R), to

E(¢) = /R xf(x)dx  (catka wzgledem )
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